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摘要：机器学习和数据科学相关研究从计算机科学学科涌向化学工程，将为化学工程领域创

造变革范式的机会，其中物理信息神经网络（PINN）因将物理方程嵌入神经网络中使得网络

输出满足物理规律而获得广泛关注。本工作首先介绍了 PINN 的算法思想及其采样策略；进

一步讨论了对 PINN 的损失函数不同的处理方式，主要包括无观测值、方程降阶、方程离散

化和只嵌入部分物理方程等；最后概述了 PINN 方法在气液两相流、多孔介质两相流、液固

两相流、两相流传热等领域最新进展。 
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Application of physics informed neural network in 

two-phase flow  
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(1 Dalian Institute of Chemical Physics, Chinese Academy of Sciences, Dalian 116023， Liaoning，

China; 2 University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049,China) 

Abstract: The influx of research on machine learning and data science from the field of computer 

science into chemical engineering presents transformative opportunities for chemical engineering 

paradigms. In this context, physics-informed neural network (PINN) has gained significant 

attention for embedding physical equations into neural networks, ensuring that network outputs 

adhere to physical laws. This work begins by introducing the algorithm ideas and sampling 

strategies of PINN. It further discuss various treatment of the PINN loss function, mainly 

including cases with no observational data, equation reduction, equation discretization, and partial 

embedding of physical equations. Finally, it provides an overview of recent progress in the 

application of PINN to areas such as gas-liquid two-phase flow, two-phase flow in porous media, 
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liquid-solid two-phase flow, and heat transfer in two-phase flow. 
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引言 

多相流普遍存在于自然现象和工程系统中，例如油藏开采[1, 2]、生物医学[3]、工业制造

等领域[4]。此类过程中的多相流涉及两个或多个相的连续接触，通常是通过气相冒泡进入液

相或在多孔介质中湿润相流体自然取代非湿润相流体来实现的。深入了解流体动力学行为对

涉及此类过程的设计开发至关重要，而数值模拟为理解流动机制的底层物理原理提供了有效

的途径。许多数值技术可以用来计算这些模型的偏微分方程的解，例如有限元、有限体积和

有限差分等基于网格的经典方法，同时为了捕获相界面运动规律，这些技术常与水平集[4]、

流体体积[5]或相场[6]等方法相结合使用。尽管已经证明这些数值方法可以为复杂的流动问题

提供可靠的解决方案，但其仍然存在很大的局限性[7]，例如：（1）由于复杂的网格生成，可

能需要大量计算；（2）方程组中的非线性项需要迭代计算和采用数值稳定技术；（3）定义不

明确的物理（如模型的边界、初始条件或未知参数），非常具有挑战性，而通常采用随机方

法解决[8, 9]；（4）传统的数值方法通常难以处理复杂系统，特别是在面对不规则的几何形状

和由水力不连续性引起的流动特性的突然变化[10]。 

近年来机器学习算法在自然语言处理、语音处理、图像识别等领域得到广泛的应用。机

器学习利用样本生成器的输入和系统的观测值生成其输出的近似值，具有拟合度高、泛化能

力强的特点。其在流体力学领域也取得快速进展，提供了模块化、敏捷的建模框架[11]。基

于机器学习的流动建模包含数据驱动建模[12-16]和物理机理建模[17-22]。数据驱动建模包括：降

维[23, 24]、聚类[25]和分类[26]、稀疏[27]和随机方法[28]以及超分辨[29-31]。基于物理机理的建模包

括：通过非线性嵌入的线性模型[32, 33]、神经网络建模[34]、简约的非线性模型[35]和机器学习
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的闭合模型[36, 37]。 

将物理方程编码到学习算法中，非线性问题的处理引入了两个重要的约束（线性化和先

验假设）[38]。与数据驱动建模相比，基于物理的神经网络必须遵循由物理定理推导出来的

对称性、不变性或守恒定律[7]。物理信息神经网络（PINN）首次利用自动微分将偏微分方程

（PDE）嵌入到神经网络损失函数中，使得预测结果具有可解释性[39]。该方法可应用于数据

驱动的 PDE 的求解，从而能够从大量数据中提取符合物理规律的流动信息。IB-PINN 是一种

融合直接浸入边界法的 PINN 方法，其损失函数由偏微分方程、边界条件、浸入边界和力误

差组成。这种独特的方法可以直接用来计算层流流经通道中圆柱体的流场速度、压力和圆柱

力[40]。XPINN 则将 PINN 整合到多个区域，允许采用时空分解方式来求解微分方程。XPINN

的损失函数包含每个区域和区域间连接处的初始条件和偏微分方程，通过流场的边界速度和

局部速度可以准确预测整个流场速度[41]。 

以上研究只关注 Navier-Stokes（NS）方程，而不包含输运方程（或能量方程），同时主

要集中在 PINN 求解正问题的研究。PINN 求解逆问题典型案例是：HFM 对输出变量应用自

动微分，在物理信息神经网络中编码输运和 NS 方程，然后通过最小化损失函数来学习物理

非信息神经网络和物理信息神经网络的共享参数。该方法可实现根据流场的浓度信息获取流

场的速度和压力[42]。目前，也有许多研究人员利用 PINN 来解决传热问题[43-46]。Laubscher

采用 PINN 预测简单二维矩形空间中干空气加湿的动量、物种和温度分布[45]以及在带有障碍

物的二维空间进行传热的不可压缩层流。Bararnia 使用 PINN 来解决边界层热流体问题，包

括 Blasius-Pohlhausen、Falkner-Skan 和自然对流[43]。这些研究中不仅包含动量方程还涵盖能

量方程，只是 NS 方程和能量方程的高阶项被降阶或方程直接被转化为常微分方程。但也有

研究者直接求解 NS 方程和能量方程，对方程不做简化处理。如 Cai 等提出了一种类似 HFM

的 PINN 方法，可以从 Tomo-BOS 成像获得的三维温度场快照中推断出完整的连续三维速度

和压力场[44]。 

上述研究主要是 PINN 方法在单相流中的应用，本综述主要介绍 PINN 方法应用于两相

流的研究。我们首先介绍了 PINN 的基本思想。然后，我们详细讨论了与传统固定采样方法

不同的：基于残差的自适应性的离散点的采样策略。此外，PINN 的损失函数的构成通常包

括描述物理现象的全部的偏微分方程残差、系统部分观测值与网络输出之间的数据误差、初

始条件误差和边界条件误差。本工作中我们介绍了文献中对损失函数不同的处理方式，主要

包括：损失函数中无观测值、控制方程的降阶、控制方程的离散化和只嵌入部分控制方程。

最后，我们根据两相的特点，将 PINN 在两相流的应用场景分为在气液两相流、多孔介质两
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相流、液固两相流和两相流传热的应用。 

1 方法 

常用来描述物理场的 PINN 偏微分方程的形式[47]如下: 

    𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢̂, 𝜕𝑥𝑢̂, 𝜕𝑡𝑢̂, ⋯ , 𝜆) = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇]                    (1) 

𝑢̂(𝑥, 𝑡0) = 𝑚0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω                          (2) 

𝑢̂(𝑥, 𝑡) = 𝑚Γ(𝑡), 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇]                       (3) 

其中 x 为空间坐标系 x = [X, Y, Z], t 为时间，式（1）中的 f 为偏微分算子 [∂𝑥𝑢̂, ∂𝑡𝑢̂] 与参

数 [λ1, λ2] 组成的偏微分方程的残差。𝑢̂ 表示在初始条件 𝑚0(𝑥) 和边界条件 𝑚Γ(𝑡) 下偏

微分方程的解。式（2）中的 Ω 和式（3）中的 ∂Ω 分别表示空间域和边界。 

 

图 1 用于偏微分方程的物理信息神经网络[48] 

Fig.1 Physics-informed neural network for partial differential Equation[48]  

𝑎0 = (x, t),                                 (4) 

𝑎𝑘 = 𝜎(𝑤𝑘𝑎𝑘−1 + 𝑏𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≪ 𝐿 − 1                    (5) 

𝑎𝑘 = 𝑤𝑘𝑎𝑘−1 + 𝑏𝑘 , 𝑘 = 𝐿                           (6) 

PINN 网络由式（4）至式（6）描述，由一个具有多个隐藏层的全连接前馈神经网络组

成，用于近似输入 [x, t] 的输出解 𝑢̂。其中 𝑎0 是由空间和时间坐标组成的网络的输入，𝑎𝑘

为第 k 层的输出， 𝑤𝑘 和 𝑏𝑘 分别为网络的第 k 层的权重和偏置参数, 𝜎为非线性激活函数。 

Loss = ω1Loss𝑃𝐷𝐸 + ω2Loss𝑑𝑎𝑡𝑎 + ω3Loss𝐼𝐶 + ω4Loss𝐵𝐶                 (7) 

式（7）中 PINN 网络的损失函数包括偏微分方程残差误差 Loss𝑃𝐷𝐸、观测值与网络输

出之间的数据误差 Loss𝑑𝑎𝑡𝑎、初始条件误差 Loss𝐼𝐶和边界条件误差 Loss𝐵𝐶，如图 1 所示。
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而传统机器学习算法的损失函数主要关注网络输出与观测值之间的数据误差。如果数据和方

程都经过无量纲化处理，式（7）中权重 [ω1, ω2, ω3, ω4] 可以都设置为 1。对于已知初始条

件、边界条件和方程参数的正问题，无需观测值即可求解。对于边界条件（初始条件）或方

程参数未知的反问题，则需要观测值。PINN 也可以在给定初始边界和观测值的情况下求解

超定（over determined）体系。 

Loss𝑑𝑎𝑡𝑎 =
1

𝑁
∑ |𝑦(𝑡𝑛, 𝑥𝑛) − 𝑦𝑛|2 𝑁

𝑛=1                     (8) 

Loss𝑃𝐷𝐸 = ∑
1

𝑀
∑ |𝑒𝑖(𝑡𝑚, 𝑥𝑚)|2𝑀

𝑚=1
𝑞
𝑖=1                    (9) 

Loss𝐵𝐶 =
1

𝐾
∑ |𝛿(𝑡𝑘 , 𝑥𝑘) − 𝛿𝑘|

2𝐾
𝑘=1                     (10) 

Loss𝐼𝐶 =
1

𝑃
∑ |𝜗(𝑡𝑝, 𝑥𝑝) − 𝜗𝑝|2𝑃

𝑝=1                     (11) 

式（8）中数据损失 Loss𝑑𝑎𝑡𝑎  旨在将模型输出与观测数据直接匹配，该损失可使用训

练数据和网络输出之间的均方误差（MSE）计算得出。式（9）中物理损失 Loss𝑃𝐷𝐸  确保网

络预测遵循已知的物理定律，例如质量、动量和能量守恒。Loss𝑃𝐷𝐸的计算过程如下：首先

对网络的输出 𝑢̂ 采用自动微分求解偏微分算子 [∂𝑥𝑢̂, ∂𝑡𝑢̂]，接下来应用偏微分算子和网络

输出构建偏微分方程的残差，最后计算残差与 0 之间的均方误差，即 Loss𝑃𝐷𝐸。式（10）中

边界条件损失 Loss𝐵𝐶  允许 PINN 学习边界条件有关信息，定义为 PINN 预测值与输入网络的

边界条件值之间的均方误差。在某些特殊的情况下，也可不需要边界条件信息，因为观察值

包含足够的边界条件信息[42, 44]。类似地，式（11）中初始条件损失 Loss𝐼𝐶  允许 PINN 学习

初始条件有关信息，定义为 PINN 预测值与输入网络的初始条件值之间的均方误差，在一些

条件下初始条件信息也不是必须的。  

可利用 TensorFlow 或 Pytorch 框架对网络进行训练，采用 Adam 优化器对网络参数

[𝑤𝑘, 𝑏𝑘] 进行优化，使得损失函数 Loss 不断减小，从而网络输出 𝑢̂ 逼近偏微分方程的解。

与传统计算流体力学相比，PINN 方法 1）可以将微分方程和数据进行耦合，把实验数据加

入到模型的训练中，这是传统数值计算不具备的优势；2）不需要划分网格，对网络输出变

量采用自动微分技术后表示控制方程而不用对偏方程进行离散化处理，更改采样点位置或添

加更多采样点的计算成本便宜；3）特定条件训练完毕后的 PINNs 模型可以直接预测不同的

条件，而传统数值模拟需要重新进行模拟计算。 
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2 采样策略 

传统的网格自适应有三种基本技术：h 自适应[49]、r 自适应[50]和 p 自适应[50]。h 自适应

增加了更多节点，从而增加了自由度和网格连通性。r 自适应虽然保持相同数量的节点和自

由度，但节点会重新定位。p 自适应增加了元素的多项式度，同时保持网格固定。其他自适

应方法将一些基本技术结合在一起，例如：h-p 自适应[51]和 r-h 自适应[50]。 

网格自适应主要有三种驱动因素：误差[52]、解的特征[53]和 PDE 残差[54]。 

基于误差的自适应在解误差较大的情况下增加了更多的自由度，这种技术忽略了误差在

域中传输的事实。因此，在误差较大的地方进行基于误差的自适应可能会忽略误差源本身的

区域[55]。基于解的自适应利用解的特征（例如梯度或不连续性）进行自适应，这种技术背

后的理念是：通过在这些解的特征的位置采样更多的点，求解这些特征，从而提高解整体的

准确性。但是，如果同一问题中存在多个特征，则基于解的自适应会导致过度细化某些特征，

而忽略其他特征。残差可以看作是解的误差源[56]，在残差较大的地方进行细化被视为在误

差源所在位置进行细化的一种方式。因此，基于残差的自适应细化离散化 PDE 残差较大的

网格通常比基于误差的自适应和基于解的特征的自适应效果更好。 

自适应过程通常计算成本昂贵，因为必须满足某些要求并更新网格连通性。此外，对于

非结构化网络，并行化变得十分复杂。但在 PINN 方法中，更改采样点位置或添加更多采样

点的计算成本便宜。主要原因是 PINN 是一种无网格方法，不需要处理元素体积或更新网络

连通性。此外，导数的近似与采样点位置无关。因此，不存在由采样点分布导致的离散化误

差。唯一要做的就是确定需要的更多采样点的位置。 

PINN 训练点采集策略主要有：固定采样点策略和采用更多采样点来丰富残差较大的位

置基于残差算法。基于残差的自适应细化方法（RAR）在时空域中选取了一组随机的密集点，

评估其残差，然后将与最大残差值相对应的点添加到 PINN 的训练集中，训练集的逐步细化

可实现对残差的控制。但是，当残差在非常狭窄的区域显示较大值时，这种采样策略可能会

产生过度聚集的点，导致不必要的过度细化，添加的点容易集中在一个非常小的区域内[57]。 

为了避免这种可能导致模型过度拟合的点簇的生成，研究者设计了一个基于残差的概率

密度函数来控制添加点的选取。通过根据概率密度函数从密集集中提取点，并将这些点添加

到训练集中，收集的点将更均匀地分布在区域内。在概率高的地方（高残差）添加更多点，

在概率低地方（低残差）添加较少点[58]。算法可以扩展到耦合的微分方程组，这样每个偏
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微分方程残差将具有不同的采样点。此外，类似的策略丰富了数据点，以更好地捕捉初始/

边界条件。算法如下： 

算法：基于残差的自适应性 

输入：自适应步骤数 M、迭代次数 n、容差𝜖𝑖、𝜖𝑣、𝜖𝑐和𝜖𝑝； 

当 m < M & (𝜇𝑖 > 𝜖𝑖 ∥  𝜇𝑣 > 𝜖𝑣  ∥  𝜇𝑐 > 𝜖𝑐  ∥  𝜇𝑝 > 𝜖𝑝) 时执行： 

-使用密集集来计算f𝑖(偏微分方程残差)、𝑟𝑣、𝑟𝑐和𝑟𝑝（输出变量速度、浓度和压力残差）； 

-使用密集集和等式(12)来构建概率密度函数𝑝𝑖、𝑝𝑣、𝑝𝑐和𝑝𝑝； 

-根据概率从密集集中提取点并将其添加到训练集中； 

-使用最小化算法进行 n 次迭代； 

-使用密集集计算残差的平均值； 

𝜇𝑖 =
1

𝑁𝑖
∑|𝑓𝑖| 

𝜇𝑣 =
1

𝑁𝑣
∑|𝒗(𝒙𝒗

𝒊 , 𝑡𝑣
𝑖 ) ⋅ 𝒏(𝒙𝒗

𝒊 , 𝑡𝑣
𝑖 )| 

𝜇𝑐 =
1

𝑁𝑐
∑|𝑐(𝑥𝑐

𝑖 , 𝑡𝑐
𝑖 ) − 𝑐𝑏

𝑖 | 

𝜇𝑝 =
1

𝑁𝑝
∑|𝑝(𝑥𝑝

𝑖 , 𝑡𝑝
𝑖 ) − 𝑝𝑏

𝑖 | 

结束 

所用的概率密度函数的形式为： 

P(𝐗) =
max (𝑙𝑜𝑔|𝑟(𝑿)/𝜖|,0)

∫ Ω max (𝑙𝑜𝑔|𝑟(𝑿)/𝜖|,0)𝑑𝑿
                                (12) 

其中 𝐗 是随机向量[x, t]𝑇，𝑟  是研究的残差，Ω 是时空域，𝜖 是用于过滤小残差值的容差。

实际上，𝜖 值的选择是为了控制采样点分布的传播。该函数的设计确保其在时空域积分为 1，

因此分母中存在该项，该项是使用密集点集上的蒙特卡诺积分计算得到的。 

3 损失函数 

不仅采样策略会影响结果，损失函数的构造对结果也十分重要。通常损失函数的构成即

如式（7）所示，包括偏微分方程残差 Loss𝑃𝐷𝐸、观测值与网络输出之间的数据误差 Loss𝑑𝑎𝑡𝑎、

初始条件误差 Loss𝐼𝐶和边界条件误差 Loss𝐵𝐶。本工作中我们介绍了文献中对损失函数不同

的处理方式，主要包括：损失函数中无观测值、控制方程的降阶、控制方程的离散化和只嵌

入部分控制方程。 
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3.1 无观测值 

PINN 可视为与传统偏微分方程求解器相类似的求解器，不需要观察值，方程求解过程

是逐步通过上一时刻迭代到当前时刻，直至待求时刻。以基于相场法的物理神经网络

（PF-PINNs）为例展开说明。 

在相场模型中，通常用 Cahn-Hillard 方程来描述两种不可压缩、不混溶流体之间的界面

[59-63]。下标“L”和“G”分别表示液相和气相。不可压缩两相流中序参数定义为相场变量 C。

当 C 达到 1 时，混合物的物理性质取下标 L。相反，如果 C 为-1 时，下标变为 G。混合物被

界面分成两部分，其中 C=0。根据序参数的定义，C 被限制在-1 和 1 之间。相场变量 C 的方

程为： 

∂C

∂t
+ (𝒖 ⋅ ∇)𝐶 = ∇ ⋅ (𝑀0∇ϕ)                       (13) 

ϕ = C(C2 − 1) − ε2∇2𝐶                         (14) 

其中 𝑀0 为迁移率，𝜙 为由混合物的自由能得出的化学势，𝜀 为界面厚度。 

二维不可压缩、等温、不互溶两相流控制方程包括连续性方程、动量方程和界面演化方

程。 

∇ ⋅ 𝐮 = 0                               (15) 

ρ𝑀 (
𝜕𝒖

𝜕𝑡
+ (𝒖 ⋅ ∇)𝒖) = −∇p + ∇ ⋅ [𝜇𝑀(∇𝒖 + (∇𝒖)𝑇)] + 𝒇𝜎 + ρ𝑀𝒈         (16) 

{

∂C

∂t
+ (𝒖 ⋅ ∇)𝐶 = ∇ ⋅ (𝑀0∇ϕ) 

ϕ = C(C2 − 1) − ε2∇2𝐶 
                      (17) 

𝒇𝜎 =
3√2

4

𝜎0ϕ

ε
∇C                            (18) 

ρ𝑀 =
1+𝐶

2
ρ𝐿 +

1−𝐶

2
ρ𝐺                          (19) 

𝜇𝑀 =
1+𝐶

2
𝜇𝐿 +

1−𝐶

2
𝜇𝐺                          (20) 

其中 𝒖 = (𝑢, 𝑣) 是二维流动的速度矢量，𝑝 是压力，𝜎0 是表面张力系数，𝒈 = (𝑔𝑥, 𝑔𝑦) 是

水平和垂直方向的重力加速度，𝜌𝑀 和 𝜇𝑀 分别是混合物密度和动力粘度。 

如图 2(A)所示，基于相场法的物理信息神经网络：先构造全连接的前馈神经网络（网络

的输入变量为 (𝑥, 𝑦, 𝑡)，输出变量为 (𝐶, 𝑢, 𝑣, 𝑝)，通过自动微分（AD）获得每项导数后，控

制方程（由式（15）-（20）可得）和初边界条件用于表达神经网络的物理信息部分，网络

中没有任何观测值信息。 
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图 2 (A) 基于相场法的物理信息神经网络；(B) 基于相场法的物理信息神经网络的不同时间推进策略：(a) 整

个时间域内单网络训；(b) 在不同连续时间序列中的多网络训练[64] 

Fig.2 (A) Illustration of physics-informed neural network for the phase-field method; (B) Different time marching 

strategies of physics-informed neural networks for the phase-field method: (a) single network training in the whole 

time domain. (b) multiple-networks training in various time sequences. [64] 

神经网络可以通过最小化离散采样点的均方总误差 Loss𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙（式（21））来进行训练： 

Loss𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = Loss𝑃𝐷𝐸 + Loss𝐼𝐶 + Loss𝐵𝐶                (21) 

当优化器训练神经网络时，它会通过调整权重和偏差来强制降低总误差。一般来说，在

整个空间域中直接训练网络很难收敛。将采样域分成几个部分可以提高网络的准确性并加速

训练过程。为了获得准确的训练结果，研究者提出了一种自适应时间推进策略[65]。计算域

𝛺 ∈ (𝑥, 𝑦, 𝑡) 被划分为随时间推进的 N 个小子域 (Ω1, Ω2, … , Ω𝑁), 然后分别采用 N 个子网络

进行求解。原始网络和改进的多网络示意图分别如图 2(B)(a)和(b)所示。在这个策略中，每

个子域的初始条件都是从前一个网络的收敛值中获得的。第一个子域的初始条件可以直接给
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出，然后第一个网络就可以实现很好的训练。第一个网络的收敛值将被视为第二个子域的初

始条件。这个过程一直持续到最终网络的收敛值。因为该策略训练网络是随着时间推进逐步

进行的，从而可以促进网络的收敛。 

3.2 方程降阶 

为了加速神经网络的训练过程（求解速度），Lu 等提出了深度混合残差方法，将一个高

阶导数降为多个低阶导数[66]。研究者在基于相场的物理信息神经网络基础上，加入化学能 

𝜙 作为神经网络的辅助变量，来改进计算精度和计算效率。从而基于深度混合残差改进的

相场法物理信息神经网络的输入变量为 (𝑥, 𝑦, 𝑡)，输出变量为 (𝐶, 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝜙)，而原来的神经

网络的输入变量为 (𝑥, 𝑦, 𝑡)，输出变量为 (𝐶, 𝑢, 𝑣, 𝑝)。因此，两者的界面演化方程的损失函

数会有所不同，而连续性方程、动量方程和初边值的损失函数是一致的。表一表示了普通形

式神经网络与深度混合残差形式神经网络在界面演化方程和损失函数的区别[67]。 

表 1 普通形式神经网络与深度混合残差形式神经网络在界面演化方程中的区别[67] 

Table 1 Differences between a normal neural network and a deep mixed residual method network in interface 

evolution equation[67]  

界面演化方程 显式形式 损失函数 

普通形式 
∂C

∂t
+ (𝒖 ⋅ ∇)𝐶 = ∇ ⋅ (𝑀0∇[C(C2 − 1) − ε2∇2𝐶]) 𝐿 = ‖

∂C

∂t
+ (𝒖 ⋅ ∇)𝐶 − ∇ ⋅ (𝑀0∇[C(C2 − 1) − ε2∇2𝐶])‖

2

2

 

深度混合残差形式 

∂C

∂t
+ (𝒖 ⋅ ∇)𝐶 = ∇ ⋅ (𝑀0∇ϕ) 

ϕ = C(C2 − 1) − ε2∇2𝐶 

𝐿 = ‖
∂C

∂t
+ (𝒖 ⋅ ∇)𝐶 − ∇ ⋅ (𝑀0∇ϕ)‖

2

2

+ ‖ϕ − [C(C2 − 1) − ε2∇2𝐶]‖2
2 

3.3 方程离散化 

除了对方程进行降阶处理，还有研究者对复杂方程进行离散化处理，以非均质石油储层

中的油水两相、微可压缩的达西流为例展开说明[68]。油储层是典型的多孔介质的例子，每

个相的质量守恒定律和达西定律控制方程如下： 

∂

∂t
(𝜔𝜌𝑎𝑆𝑎) = −∇(𝜌𝑎𝒖𝒂) + 𝑞𝑎                       (22) 

𝒖𝒂 = −
𝑘𝑟𝑎𝐾

𝜇𝑎
(∇p𝑎 + 𝜌𝑎𝐠)                         (23) 

其中对于油相 α 可表示为 o, 对于水相 α 可表示为 w， 𝜔 表示孔隙度，𝜌 表示密度，𝑆 表

示饱和度，𝒖 表示达西速度，𝑞 表示源项，𝑘𝑟 表示相对渗透率，𝐾 表示绝对渗透率，𝜇 表
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示粘度，𝑃 表示压力，𝒈 是重力加速度。补充方程可表示为： 

𝑃0 − 𝑃𝑤 = 𝑃𝑐                             (24) 

𝑆0 + 𝑆𝑤 = 1                             (25) 

使用压缩系数和地表体积因子（FVF），同时忽略重力和毛细管力（当它们对储层动力学的影

响远低于其他因素时），可得到以下方程： 

𝜔𝑆𝑎

𝐵𝑎
(𝑀𝜙 + 𝑀𝑎)

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+

𝜔

𝐵𝑎

𝜕𝑆𝑎

𝜕𝑡
= ∇ (

𝑘𝑟𝑎𝐾

𝐵𝑎𝜇𝑎
∇p) + 𝑞𝑎               (26) 

其中类似地，对于油相 α 可表示为 o, 对于水相 α 可表示为 w，M 和 B 分别表示压缩系

数和地表体积因子，𝑀𝜙 表示岩石压缩系数。将油相和水相的两个方程相加可得到压力扩散

方程。 

[
𝜔𝑆0

𝐵0
(𝑀𝜙 + 𝑀𝑜) +

𝜔𝑆𝑤

𝐵𝑤
(𝑀𝜙 + 𝑀𝑤)]

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= ∇ [(

𝑘𝑟𝑜𝐾

𝐵𝑜𝜇𝑜
+

𝑘𝑟𝑤𝐾

𝐵𝑤𝜇𝑤
) ∇p] + 𝑞𝑜 + 𝑞𝑤      (27) 

因此，油水两相达西流可以通过求解式（26）和式（27）进行模拟。 

通常采用自动微分获得包含物理控制方程及初边值信息的损失函数。然而，在石油储层

中，物理性质（如渗透率和孔隙率）分布不均匀，目前尚不清楚如何在两个具有不同物理性

质的收集点之间施加质量守恒。此外，注入井和生产井与难以准确模拟的高压力梯度相关。

自动微分的梯度刚度可能会影响神经网络的准确性和收敛性。 

 

图 3 (a) CNN 结构作为模拟和数据同化的求解器; (b) 基于 PICNN 的油藏模拟训练方案[68] 

Fig.3 (a) The CNN structure as a solver for simulation and data assimilation; (b) The training scheme for 

PICNN-based reservoir simulation[68] 
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因此，研究者提出物理信息卷积神经网络的方法（PICNN），如图 3 所示：CNN 的输入

是一个二维图像，以张量的形式存储，表示当前时间步长的压力空间分布，而输出是下一个

时间步长的压力分布。损失函数基于有限体积法（FVM）进行评估。通过 FVM 对控制方程

进行离散化，PDE 残差用神经网络输出表示的离散化方程而不是原始偏微分方程来近似，这

样就不需要采用自动微分。通过两点通量近似（TPFA）方案严格施加质量守恒，并且源（或

汇）附近的高梯度通过井模型近似。具体过程如下： 

压力控制方程（27）的有限体积离散化是通过在每个控制体积 i 上积分并运用散度定理

得到的，即： 

Vα
∂P

∂t
= ∮ (

𝑘𝑟𝑜

𝐵𝑜𝜇𝑜
+

𝑘𝑟𝑤

𝐵𝑤𝜇𝑤
) 𝐾∇p ⋅ 𝐧𝑑𝑆 + 𝑄𝑡                  (28) 

其中α =
𝜔𝑆0

𝐵0
(𝑀𝜙 + 𝑀𝑜) +

𝜔𝑆𝑤

𝐵𝑤
(𝑀𝜙 + 𝑀𝑤)，利用隐式时间积分和 FVM，我们得到每个单元 i: 

Vα

∆𝑡
(p𝑖

𝑛+1 − p𝑖
𝑛) = ∑ 𝑇𝑖𝑗𝑗 (p𝑗

𝑛+1 − p𝑖
𝑛+1) + 𝑄𝑡                (29) 

𝑇𝑖𝑗 = [(
𝑘𝑟𝑜

𝐵𝑜𝜇𝑜
+

𝑘𝑟𝑤

𝐵𝑤𝜇𝑤
)

𝐾𝐴

𝑑
]𝐻𝑎𝑟𝑚𝑜𝑛𝑖𝑐                    (30) 

其中𝑄𝑡 = 𝑉(𝑞𝑜 + 𝑞𝑤)是总的体积源项，j 表示 i 的相邻单元，𝑇𝑖𝑗是单元 i 向 j 的传递率和 j 向

i 传递率的调和平均值，是 TPFA 的结果，保证了两个单元之间的质量守恒。将神经网络的输

出代入离散化方程(30)中，来近似求解最小的 PDE 残差，可得： 

Loss = Loss𝑃𝐷𝐸 =
1

𝑁𝑃
∑ [

𝑉𝛼

∆𝑡
(𝑝𝑖

∗ − 𝑝𝑖
𝑛) − ∑ 𝑇𝑖𝑗𝑗 (𝑝𝑗

∗ − 𝑝𝑖
∗) − 𝑄𝑡]2𝑁𝑝

𝑖=1
       (31) 

其中𝑝𝑖
∗ 是 NN 输出的第 i 个元素代表 𝑝𝑖

𝑛+1， N𝑝 是总的样本数量，通过最小化 Loss 对 NN

进行训练来获得 𝑝𝑖
𝑛+1 的解，i = 1,2, … , N𝑝。 

    压力一旦采用上述方法求解完成，相应时刻的水饱和度可以根据等式（26）进行有限体

积离散化的显式求解。而 PICNN 作为压力的隐式求解器（PDE 残差通过 FVM 近似并作为损

失函数训练 CNN），不需要体系边界信息和观测值的可能原因是：对于接近均质的储层，压

力场在一个时间步内的变化是渐进的，CNN 可以直接用来训练近似局部最小值。 

3.4 半物理信息 

PINN 方法通常将整个物理控制方程以及相关的初边值嵌入到损失函数中。然而，将完

整方程编码到损失函数中可能会在自动微分处消耗大量计算资源。此外，对于两相流问题，

在两种流体界面处，相组成及密度存在剧烈变化，对界面处及其周围梯度计算的准确性提出
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了较高的要求。在传统的 CFD 中，这个问题通常是通过加密网格来解决的，但加密网格必

然会增加神经网络的训练时间。Karniadakis 等表明当数据量足够大的时候，即使没有物理信

息，神经网络也能够良好地近似数据。相比之下，只有在小数据的情况下才需要完整的物理

信息[7]。因此，有研究者提出基于部分物理信息来预测气泡流的 BubbleNet 算法，以二维气

液两相流（空气和水）为例说明，该算法将不可压缩流体的连续方程和压力泊松方程进行编

码到神经网络损失函数中（即半物理信息神经网络），其使用潜在函数 𝜓 来预测流场速度 

𝑢 和 𝑣： 

u =
∂Ψ

∂y
, 𝑣 = −

∂Ψ

∂x
                            (32) 

因此，连续方程自动满足。同时为了提高预测精度，在损失函数中引入压力泊松方程，表达

式为： 

∇2P = ρ
∇⋅𝒖

∆𝑡
− 𝜌∇ ⋅ (𝒖 ⋅ ∇𝒖) + 𝜇∇2(∇ ⋅ 𝒖)                 (33) 

这两个过程都是通过对输出物理场进行自动微分来实现的。 

水平集方法用来捕获空气和水之间的界面，采用全局定义函数的某个水平集或等高线表

示（例如二维空间中的水平集函数 𝜑 = 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑡)）。在单气泡或多气泡流中，𝜑 是一个平滑

的阶跃函数，对于水 𝜑 定义为 0，对于空气 𝜑 为 1。在界面上，有一个从 0 到 1 的平滑过

渡。因此，界面处水平集定义为 0.5。 

水平集函数满足以下等式（34）： 

∂φ

∂t
+ 𝒖 ⋅ ∇φ =  𝛾∇ ⋅ (𝜖𝑙𝑠∇φ − φ(1 − φ)

∇φ

|∇φ|
)               (34) 

其中 𝛾 是重新初始化参数，决定了水平集函数的重新初始化，可设置为 1。𝜖𝑙𝑠 是控制界面

厚度的参数，等于网格最大尺寸。 

半物理信息神经网络 BubbleNet 算法的输出变量为 p, 𝜓 和 𝜑。在 BubbleNet 算法中，

需要先通过传统的数值模拟方法获得数据 𝒰 = (𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝜑)，然后通过式（35）对数据 𝒰 进

行归一化处理获得训练数据 𝒲 = (𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝜑)： 

𝒲 =
𝒰−𝒰𝑚𝑖𝑛

𝒰𝑚𝑎𝑥−𝒰𝑚𝑖𝑛
                           (35) 

其中 𝒰𝑚𝑎𝑥 和 𝒰𝑚𝑖𝑛 分别被视为每个时间步长 CFD 数据的最大值和最小值。因为流场中物

理量变化很大，这样处理可以消除变化造成的不确定性。 

在 BubbleNet 算法中，采用均方误差计算损失函数中预测值和训练值的偏差。使用 𝒲 

表示归一化数据集，并且 𝒲 = (𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝜑)，则损失函数 Loss 的形式为： 
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Loss =
1

𝑚
∑ (𝒲𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑖) − 𝒲𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛(𝑖))2𝑚

𝑖=1 +
1

𝑚
∑ (∇2P(𝑖))2𝑚

𝑖=1          (36) 

其中，𝒲𝑝𝑟𝑒𝑑 是神经网络的预测值，𝒲𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 是从 CFD 模拟中获得的归一化训练数据。𝛻2𝑃(𝑖) 

表示训练集 i 样本的压力场，m 是训练集的样本量。 

半物理信息神经网络 BubbleNet 的框架如图 4 所示：由三个子网络组成，分别用于推断 

𝑝, 𝜓, 𝜑，每个子网络有 9 个隐藏层和 30 个神经元。半物理信息部分通过流体连续方程的自

动微分推断速度 𝑢, 𝑣，并将压力泊松方程插入损失函数中。每个时间步的训练数据需要进

行归一化预处理。泊松方程用 𝛻2𝑃 表示，损失函数由推断的 𝑝, 𝑢, 𝑣, 𝜑 的残差和压力泊

松方程组成。 

 

图 4 半物理信息神经网络 BubbleNet 的框架[69] 

Fig.4 Schematic diagram of the semi-physics informed neural network BubbleNet[69] 

4 应用 

目前物理信息神经网络在两相流中的应用可以分为四大类：气液两相流，多孔介质两相

流，液固两相流和两相流传热。 

4.1 气液两相流 

研究者采用基于相场法的物理信息神经网络方法、基于深度混合残差改进的相场法物理

信息神经网络、半物理信息神经网络 BubbleNet 算法求解气液两相流[64, 67, 69]。 

Qiu 等提出了基于相场法的物理信息神经网络方法用于求解气液两相中的单涡剪切流
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和气泡上升算例[64]。在单涡剪切流算例中，初始时气泡形状为圆形，在给定的流场作用下

气泡被拉伸，0-1s 内气泡沿顺时针方向运动，1s 时变形最大；随后 1-2s 内气泡沿原轨迹逆

时针恢复初始形状。网络在 t=0s, t=0.5s, t=1s, t=1.5s 和 t=2s 时相场变量 C (-1 代表气体，1

代表液体)的预测值如图 5(A)所示。基于相场法的物理信息神经网络方法可以准确捕获这一

过程。 

 

图 5 (A) 单涡剪切流中基于相场法的物理信息神经网络相场变量 C 的预测值:(a) t=0s, (b) t=0.5s, (c) t=1s, (d) 

t=1.5s, (e) t=2s; (B) 气泡上升算例中: (a) 气泡质心位置和(b) 气泡上升速度随时间变化关系（红实线代表基

于相场法物理信息神经网络结果，蓝虚线代表来自 Aland 和 Voigt 的参考值）[64] 

Fig.5 (A) Predicted results of phase-field variable C at a reverse single vortex based on physics-informed neural 

network for the phase-field method (a) t=0s, (b) t=0.5s, (c) t=1s, (d) t=1.5s, (e) t=2s; (B) At bubble-rising problem: 

temporal evolution of bubble (a) center of mass and (b) rising velocity.(The red solid lines correspond to the 

present result, while the blue dashed lines correspond to the reference result obtained from Aland and Voigt.) [64] 

气泡上升算例与单涡剪切流算例相比更为复杂，网络输出变量除了相场变量 C，还有速

度 u, v 和压力 p。因此，研究者提出采用前文已介绍的时间推进策略训练神经网络以求解 0

到 3s 时间区间内的 C, u, v, p。图 5(B)表示气泡上升过程中气泡质心位置和上升速度随时间变

化关系。我们可以看到基于相场法的物理信息神经网络预测的气泡质心位置和气泡上升速度

与参考值一致，整个时间序列的平均质心误差和上升速度误差分别为 0.48%和 3.70%，这表

明该方法可精确地预测界面演化并恢复气泡周围的速度场，提供了一种在大密度比下模拟两

相流的方法。 

研究者更进一步基于深度混合残差改进的相场法物理信息神经网络求解瑞丽-泰勒

（Rayleigh-Taylor, RT）不稳定性问题[67]，整个求解区域的空间大小为 Ω ∈ [0, 0.5m] × [0, 4m]，

计算时长为 𝑡 ∈ [0, 3s]，计算区域上方为重流体 L，下方为轻流体 G，两流体间的初始分界
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面可定义为一正弦函数形式的扰动，其扰动函数为 h = −0.1 cos(2πx)，初始时刻全场的速

度为 0 m/s。基于深度混合残差改进的相场物理信息神经网络的输入为 (𝑥, 𝑦, 𝑡)，输出变量

除了相场变量、速度、压力还有化学能 𝜙。同样地采用前文提到的不同时间推进策略训练

网络，如图 6 所示，改进的相场法物理信息神经网络计算得到相分数演化过程与传统的计算

方法类似。此外，涡结构与传统算法得到的涡结构形状吻合，流场中速度矢量方向与大小基

本一致，除卷曲处的界面演化稍有差别，流场中大部分区域内界面形状保持一致。整体而言，

随着训练时间的推移, 改进的相场法物理信息神经网络的总误差值在不断上升，速度 x 方向

分量的最大相对误差为 10.92%，速度 y 方向分量的最大相对误差最大为 12.35%。 

 

图 6 (A) RT 不稳定性问题的计算区域和初始条件; (B) RT 不稳定性问题：(a) 改进的 PF-PINNs 预测的相分数演

化；(b) 文献结果[67] 

Fig.6 (A) Computational domain and initial condition of RT instability; (B) Comparison of evolution of volume 

fraction of RT instability : (a) results from modified PF-PINNs (b) results from reference. [67]  
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图 7 (a) 单气泡流和多气泡流的计算区域和初始条件；(b) 单气泡流中 CFD，DNN 和 BubbleNet 中无、有泊

松方程获得的物理量 u，v，p，ϕ 的比较；(c)多气泡流中 CFD，DNN 和 BubbleNet 中无、有泊松方程获得的

物理量 u，v，p，ϕ 的比较[69] 

Fig.7 (a) Computational domain and initial condition of single bubble flow case and multiple bubble flow case; (b) 

At single flow case: comparison of physical quantity u, v, p, ϕ between CFD, DNN, BubbleNet (without Poisson 

equation) and BubbleNet (with Poisson equation); (c) At multiple bubble flow case: comparison of physical 

quantity u, v, p, ϕ between CFD, DNN, BubbleNet (without Poisson equation) and BubbleNet (with Poisson 

equation). [69] 

Zhai 等则采用半物理信息神经网络 BubbleNet 算法求解气液两相单气泡流和多气泡流，

如图 7 所示[69]。对于单气泡流情况，气泡的初始直径为 4  μm, 微通道长度为 15 μm, 宽度
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为 5 μm，沿轴向施加压力差 10 Pa 来驱动流体流动，通道末端的压力保持为恒定压力 799.93 

Pa, 该数值模拟设置旨在模拟脑血管中的气泡输运以研究血脑屏障。半物理信息神经网络

BubbleNet 算法（有泊松方程）在速度场 u、v，水平集函数 𝜑 以及压力梯度的整体数值幅

度上都表现出良好的精度，𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝜑 的平均绝对误差分别为 8.56 × 10−5, 3.09 × 10−5,

0.21, 0.0018。对于多气泡流，60 个微气泡（每个微气泡直径为3 μm）随机分布在长度为

100 μm、宽度为 50 μm的二维微通道中，初始条件和边界条件与单气泡情况相同。因为多

气泡流动较单气泡流动更为复杂，所以预测难度大于单气泡流，BubbleNet 算法（有泊松方

程）预测的 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝜑的平均绝对误差分别为 0.0015, 7.74 × 10−5, 0.24, 0.0075。此外，

作者比较了深度神经网络（DNN）、BubbleNet 算法（无泊松方程）、BubbleNet 算法（有泊松

方程）三种模型的预测结果。可以发现在单气泡流中 BubbleNet(s)中有泊松方程效果优于无

泊松方程优于 DNN，能准确预测速度分量 u、v，而 DNN 无法准确预测 u、v；在多气泡流中，

BubbleNet(s)方法优于 DNN，但损失函数中有泊松方程对压力预测效果提升不显著。整体而

言，与 DNN 算法相比，BubbleNet 算法因满足质量守恒定律可以提高对速度和水平集函数的

预测结果。 

与基于相场的物理信息神经网络不同（需要嵌入全部物理方程但不需要任何训练数据），

半物理信息神经网络 BubbleNet 算法不需要全部的物理方程，但需要少量预测变量 𝑢, 𝑣, 𝑝,

𝜑 的训练数据，这可以更加灵活地构建网络框架，得到满足工程需要的结果，同时这也提

出了一个有趣的思路，即我们可以通过选择性地将物理信息引入神经网络来优化网络性能。 

4.2 多孔介质两相流 

根据求解问题的需要，研究者采用基于残差的概率密度函数采样策略的物理信息神经网

络(New Adaptive PINN)、物理信息卷积神经网络(PICNN)、丰富物理信息神经网络(E-PINN)、

带有观测值的物理信息神经网络等不同的方法求解多孔介质两相流[58, 68, 70-72]。 

Hanna 等采用基于残差的概率密度函数采样策略的物理信息神经网络求解多孔介质两

相流[58]。如图 8(a)在一维注入案例中，求解域内充满一种流体（流体 1），另一种流体（流

体 2）以恒压从左端流入，而右端压力为固定值。结果显示与固定采样点的 PINN 方法相比，

New Adaptive PINN 方法提供的压力解更接近解析解。图 8(c)显示了在一维案例中 New 

Adaptive PINN 方法在不同阶段的不同 PDE 的采样点分布。我们可以发现，对流方程的采样

点在前沿位置比较密集，主要因为那里残差较大，这有助于准确捕获界面位置。而对于达西
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定理和质量守恒控制方程，采样点几乎随机分布，因为残差遍布整个域空间，没有要捕获的

尖锐的解特征。在二维案例 8(b)中，如结构复合材料制造工艺（树脂传递模塑），求解域是

一个单位面积的正方形，中心有一个椭圆注射口，压力恒定（P=1），四个外侧是压力设置为

0 的出口。New Adaptive PINN 方法可以预测此二维案例中不同时间的相分数函数和压力场，

且 x 和 y 方向的预测流动前沿位置与解析解接近。采用 New Adaptive PINN 可求解多孔介质

中一维和二维两相流问题。此外，采用新的技术比使用固定采样点的经典 PINN 获得了更好

的结果，也比基于残差的自适应细化技术有改进。自适应技术可以看作是神经网络的一种正

则化形式，减少了泛化误差。 

 

图 8 (a) 一维计算区域和初始条件；(b) 二维计算区域和初始条件；(c) 一维示例中随着新的自适应性而演

变的采样点（从左到右表示不同的控制方程，每个适应步骤后的新采样点用红色表示）[58] 

Fig.8 (a) Initial condition of one-dimensional computational domain; (b) Initial condition of two-dimensional 

computational domain; (c) Evolution of collocation points with new adaptivity (from left to right represent 

different governing equations and new collocation points after each adaptation step are shown in red.) [58] 

当方程较为复杂，前文介绍过的物理信息卷积神经网络的方法（PICNN），对方程进行

离散化处理而不需要标记数据，可用于求解石油储层中的油水两相、微可压缩的含有源/汇

项的达西[68]。Zhang 等在均匀和非均匀油藏模型进行验证该方法。在非均匀油藏模型中，如

图 9(A)和(B)所示：油藏尺寸为100m × 100m × 5m，油藏压力初始时刻处处为 20 MPa，水

饱和度为 0.2，注水井位于左下角将水注入油藏，生产井位于右上角从油藏中产出水和油，
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注水井和生产井的体积流量均为 5 m3/天，另外两个角设置狄利克雷边界条件（压力为固定

值）。图 9(C)显示了非均质油藏测试用例模拟结束时压力场和含水饱和度场，与参考值接近，

平均相对误差小于 1%。图 9(D)显示了非均匀油藏中采用 PICNN 方法得到的生产井井块压力

和井底压力的变化，可以发现与传统有限体积法得到的结果一致。虽然 PICNN 作为隐式求

解器不如传统的多重网格方法（AMM）求解器高效，但基于 PICNN 的隐式求解不强制需要

狄利克雷边界条件，而包括 AMM 在内的传统隐式求解器至少需要一个狄利克雷边界条件。 

 

图 9 (A) 注入井、采油井和边界条件的储层模型；(B) 非均质油藏的渗透率场；(C) 非均质油藏测试用例模

拟结束时: (a) 压力场；和 (b) 含水饱和度场；(D) 均匀油藏中采用 PICNN 方法和传统有限体积法得到的生

产井井块压力和井底压力的变化[68] 

Fig.9 (A) An illustration of the reservoir model with injector, producer and boundary conditions; (B) The 

permeability field for the heterogeneous test case; (C) The pressure (a) and water saturation fields (b) at the end of 

simulation for the heterogeneous test case; (D) The change of well-block and bottom-hole pressures of the 

producer obtained by PICNN for the heterogeneous reservoir, compared to reference solution by the conventional 

FV approach[68] 

由于 PICNN 应用在二维非均质问题存在训练速度慢的问题，此外 PICNN 算法中使用的

CNN 难以处理具有非结构化网格的不规则模型，故 PICNN 不能直接用于裂缝多孔介质。因

此 Yan 等提出了一种丰富的物理信息神经网络（EPINN），用于模拟无需标记数据的二维/三

维非均质和裂缝多孔介质中的两相流[70]。EPINN 与 PICNN 类似，都采用有限体积离散化控制

方程构造压力损失函数，再通过显式方程求解饱和度。而 EPINN 与 PICNN 不同的是 1）采用

嵌入式离散裂缝模型（EDFM）明确表示裂缝；2）设计一种新的物理信息神经网络架构，采

用邻接位置锚定、自适应激活函数、跳过连接和门控更新，以丰富压力信息并增强神经网络
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的学习能力；3）将初始条件和边界条件编码到网络设计中，使网络具有更高的精度和效率。

在二维非均匀油藏模型中，EPINN 和 PICNN 的压力场、湿润相饱和度场与参考值十分接近，

与参考值的相对误差均小于 1%。而 EPINN 与 PICNN 相比，均方误差（MSE）损失下降更快

并保持在较低的水平，训练效率大幅提高。 

Sheremetov 等用 PINNs 对天然裂缝储层，酸化增产设计中井附近流体流动进行建模[72]。

该 PINNs 模型的输入是时空坐标，输出是速度、水饱和度、压力、孔隙率、渗透率和浓度。

每个变量分别用单独的全连接前馈神经网络进行训练，损失函数的构成包括数据误差、偏微

分方程误差（带有达西速度的质量控制方程、对流-扩散方程和化学反应方程）、初始条件和

边界条件误差。数值模拟方法获得的数据集将用于训练和测试 PINNs。基于真实案例:墨西哥

湾 PEMEX 运营的海上油田天然裂缝储层，生产井钻探偏差约为 27°，并已从古新统时期的

Brecha 地层开始生产。为了进行验证，用历史酸刺激数据以及井干预前后的压力测试数据

校准数值模型。把数值模拟的输出的参考解与 PINNs 预测的全场浓度的结果进行对比，发现

PINNs 模型误差为 1.82%。 

New Adaptive PINN、PICNN、E-PINN 等方法求解多孔介质两相流均不需要标记数据，但

一定程度上存在训练速度慢的问题，为了提高训练效率和预测准确度，研究者提出带有观测

值的物理信息神经网络求解多孔介质两相流[71, 72]。该方法的观测值需要网络全部输出变量

的数据点，这与半物理信息神经网络方法需要的数据点的特点类似，但与半物理信息神经网

络方法不同的是控制方程嵌入了全部控制方程信息而不是部分方程。Shokouhi 等在用于预测

二氧化碳存储站点模拟响应的深度学习模型中，建立了输入为二氧化碳注入率、储层的水力

/地质特性（渗透率和孔隙度分布）及时空坐标，输出为产水率、压力及二氧化碳饱和度的

网络映射关系，如图 10(A)所示。比较了四种不同的模型：多层感知机（MLP）单输出训练

STT（即产水率、压力和气体饱和度分别用三个独立网络进行训练），多输出训练 MTT（即产

水率、压力和气体饱和度用一个网络进行训练），基于物理信息无插值点 PI w/o interp（即嵌

入控制方程但不包含观测值），基于物理信息有插值点 PI with interp（即嵌入控制方程同时

包含产水率、压力和气体饱和度观测值）。 

表 2 单输出训练（STT）、多输出训练（MTT）、基于物理信息无插值点（PI w/o interp）、基于物理信息有插

值点（PI with interp）的 MSE 值（包括产水率、压力和气体饱和度）[71] 

Table 2 Recorded MSE Values (original un-normalized scale) for STT (Single-output training), MTT (Multi-output 

training), PI w/o interp.(Physics-informed without interpolated points), PI with interp.(physics-informed with 

interpolated points) for water production rate, pressure field and gas saturation field.[71] 
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场 产水率 压力 气体饱和度 

STT 1.05 0.13 4.45 × 10−5 

MTT 1.40 × 10−2 2.09 × 10−2 2.43 × 10−5 

PI w/o interp. 4.14 × 10−4 2.35 × 10−2 2.11 × 10−5 

PI with interp. 2.52 × 10−4 5.83 × 10−7 6.03 × 10−6 

 

图 10 (A) 带有观测值的用于预测压力、气体饱和度和产水率的物理信息神经网络; (B) (a)气体饱和度和(b)压

力的真实值、预测值及相应的相对误差的比较：多输出训练(顶部)、基于物理信息无插值点(中间)和基于物

理信息有插值点(底部)[71] 

Fig.10  (A) Physics informed neural network with observed values for prediction of pressure, gas saturation and 

water production; (B) A comparison between the ground truth and predicted value together with the corresponding 

relative error for (a) gas saturation and (b) pressure field: multi-output data-driven model(top); physics-informed 

model without interpolated points (middle) and physics-informed model with interpolated points (bottom)[71] 

从表二可以看出与单输出训练模型相比，对三个输出变量使用多输出模型能实现更好的
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预测性能，其中产水率的均方误差由 1.05 降低为1.40 × 10−2。由于控制方程的嵌入，物理

信息模型表现优于数据驱动模型，产水率的均方误差进一步减少达到 4.14 × 10−4。此外，

当使用插值点训练基于物理信息的模型后，三个输出变量的预测结果与无插值的物理信息模

型相比都能得到改善，其中产水率均方误差由4.14 × 10−4减少到2.52 × 10−4，压力均方误

差由2.35 × 10−2减少到5.83 × 10−7，气体饱和度均方误差由2.11 × 10−5减少到6.03 × 10−6。

这些结果表明，带有观测值的物理信息神经网络可以显著提高网络的预测准确度。图 10(B)

更加直观的显示了多输出训练(顶部)、基于物理信息无插值点(中间)和基于物理信息有插值

点(底部)的(a)气体饱和度和(b)压力的真实值、预测值及相应的相对误差。可以发现三个算法

都基本能预测出全场的气体饱和度和压力场，但误差从上往下逐渐减少，基于物理信息有插

值点模型误差最小。 

4.3 液固两相流 

毛细管力会影响液液两相在多孔介质中的分布，主要存在液固界面上。PINN 方法可用

于求解基于毛细管力驱动的两相流。 

 

图 11 (a) 一维自发吸收设置；(b) 瞬态自发渗吸溶液的 PINN 架构[73] 

Fig.11 (a) One-dimensional spontaneous imbibition configuration; (b) PINN configuration for self-similar 
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spontaneous imbibition solution[73] 

Deng 等利用 PINN 方法解自相似和瞬态场景的自发吸收问题，损失函数主要由一维非稳

态不可压缩水平流方程，以及物理规律控制的边界条件（例如毛细管末端效应）构成。考虑

下图 11(a)的线性自发吸收问题：在入口处设置具有毛细管末端效应的典型边界条件，毛细

管压力为 0；在出口处设置压力边界条件或流量边界条件。自吸收过程可获得顺流和逆流石

油产品。R 定义为出口通量与进水通量比值，在非常有限的物理场景将导致自相似解（如 R

为 0 的纯逆流自发吸收或 R 为 1 的单向流），自相似解与时间无关。而在一般情况下 R 随时

间变化，这本质是瞬态解，瞬态解（归一化水通量和毛细无量纲群）将与时间有关[73]。 

采用 PINN 求解上述自发吸收问题的瞬态解，如图 11(b)所示网络的输入层包含拉格朗日

空间坐标（与水饱和度有关）和时间坐标（与总吸水量有关），输出层产生两个变量（分别

与平均归一化水通量和毛细无量纲群有关）。图 12 显示了 PINN 的预测结果以及与有限差分

计算结果相比的绝对误差：从图 12(a)中，可以看到归一化水通量随时间的变化，这与瞬态

解的预期相符。更重要的是从毛细无量纲群的图 12(b)的结果中，可以发现 PINN 模型成功捕

获到了物理约束，即毛细无量纲群相对于水饱和度保持不变，但却是时间的函数。图 12(c)

和图 12(d)分别显示了 PINN 预测结果的平均归一化水通量绝对误差在 0.0042 以内，毛细无

量纲群绝对误差在 0.10 以内。 

 

图 12 (a) PINN 预测的瞬时自发吸收平均归一化水通量；(b) PINN 预测的瞬时自发吸收毛细管无量纲群；(c) 

PINN 和有限差分间的平均归一化水通量的绝对差；(d) PINN 和有限差分间的毛细管无量纲群的绝对差[73] 

Fig.12 (a) PINN predicted average normalized water flux for transient spontaneous imbibition; (b) PINN predicted 

capillary dimensionless group for transient spontaneous imbibition; (c) Absolute difference in average normalized 
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water flux between PINN and FD results for transient spontaneous imbibition (d) Absolute difference in capillary 

dimensionless group between PINN and FD results for transient spontaneous imbibition [73]  

与传统有限差分方法相比，PINN 计算方法更加简单，尤其是对于瞬态情况。此外，它

允许算法以更大的灵活性采样数据点，这可进一步确保更好的准确性。 

Chakraborty 等采用如图 13 所示的 PINN 框架求解毛细管非均匀性的一维稳态两相流，

并应用于不同的流动问题中[74]。PINN 框架使用可变的输出参数进行训练，这些输入参数包

括相流速（总流速和分流）、渗透值、出口连续性条件和相对渗透率曲线。将如此多的输入

和水力参数变化纳入其中，使得单个神经网络的训练成为可能，该网络可以在可变条件下为

均质两相流问题提供无限解。训练好的 PINN 系统可分别应用于毛细管的每个分段来获得非

均质域的解构造。这种构造允许在几秒内获得具有无限水力不连续性的非均质域的饱和度和

毛细管压力曲线。PINN 模型在 6 个数值模拟和 1 个真实实验等 7 种不同情况下进行测试，

这些情况包括水力结构、各相的流速和水力状态函数（压力和相对渗透率曲线）的变化。结

果表明，PINN 方法结果与传统数值模拟方法结果或真实实验数据具有很好的一致性，在所

有案例中，PINN 预测的饱和度和毛细管压力平均绝对误差均小于 4%。 

 

图 13 求解毛细管非均匀性的一维稳态两相流的 PINN 框架[74] 

Fig.13 Schematic diagram of training the PINN system for solving two-phase steady state flow with capillary 

heterogeneity at various flow conditions[74] 

真实实验数据来源于岩心驱替实验。该实验在“谢扎夫”岩石样本上进行，样本来自以

色列阿尔科夫地层的上层，实验条件为 50 ℃的储层温度和 10 MPa 的压力。岩心总长度为

6.6 cm, 直径为 4.9 cm。将超临界 CO2 和盐水同时注入岩心，总注入速率为 3 mL/min, 分流
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比为 0.5、0.8、0.9 和 0.95。在稳态条件下的 CT 图像被用于估算三维亚岩心盐水饱和度。采

用如图 13 所示的 PINNs 方法可预测岩心长度内的一维盐水饱和度。下图 14 显示了在不同分

流比条件下得到的实验值（红色交叉点）和 PINNs 预测的（黑色虚线）一维饱和度。从图中

可以看出，训练后的 PINNs 得到了与实验数据匹配的饱和度分布。对于所有测试条件下的不

同分流比值，PINNs 预测值与实际实验的平均绝对误差（MAE）均小于 1%，表明该方法在

实际岩心驱替实验中的适用性。还需注意的是，实验数据中每个切片仅提供一个值（位于切

片入口处），而 PINNs 提供了详细的解，能够以高度细化的分布捕获亚岩心饱和度。 

 

图 14 实际岩心驱替实验的 1D 饱和度剖面（红色十字）和 PINN 预测（黑色虚线），分流比为（a）0.5、(b) 

0.8、（c）0.9 和（d）0.95[74] 

Fig. 14 1D saturation profiles of the actual core-flooding experiment (red crosses) and PINNs predictions (dotted 

black lines) at fractional flows of (a) 0.5, (b) 0.8, (c) 0.90, and (d) 0.95[74] 

这项工作的创新之处在于前文提到的 PINN 方法的研究仅考虑了训练系统的特定情况，

因此，在考虑不同情况（例如边界条件、水力结构和水力特性的）PINN 的结果时，必须进

行重新训练。而在这项工作中 PINN 系统不限于特定情况，可以针对各种结构和输入参数获

得两相问题的解。此外，这项工作提出的 PINN 系统的训练过程中没有纳入任何观测结果（以

测量或数据的形式），因此可以作为数值模型的替代方案。尽管训练过程不如传统的数值方

法高效，但 PINN 系统效率会随着训练系统获得解的数量以及异质性的增加而提高。例如，

具有 50 个渗透率切片结构的传统数值模拟解大约需要 30 min，而训练 PINNs 系统需要大约

3 h。PINNs 训练完毕后可以直接预测不同的条件，而数值模拟需要重新计算。因此，当需

要进行 6 次以上不同的模拟（涉及不同的流速和水力参数）后，PINNs 系统的计算效率将超
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过数值模拟的效率。此外，考虑非常异质的域（具有 1000 个渗透率切片），数值模拟的结果

需要 2 h 获得，而 PINNs 系统的训练时间保持不变（约 3h）。这表明，在高度异质性的情况

下，PINNs 解的效率更高，因为在仅计算两个案例后，它的效率就会超过数值模拟。 

4.4 两相流传热 

上述研究主要集中在冷态，Jalili 等提出如下图 15 所示的 PINN 的框架和训练策略（包含

全部输出变量的观测值及全部方程），在流经加热圆柱体、带温度的单相通道流、两相不互

溶通道流、等温上升气泡和带热量壁面的上升气泡等五个基本案例，研究流动分离、涡流尾

流、浮力和变形界面相互依赖效应[75]。 

 

图 15  两相流传热 PINN 算法(a) 网络架构; (b) 训练策略[75] 
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Fig.15  Configuration and training strategy of the PINN algorithm for heat transfer in two-phase flow: (a) 

network architecture; (b) training strategy[75] 

其中单向通道流情况表明，无需向 PINN 算法提供边界条件，即可准确推断出热边界层

和动量边界层。对于两相不混溶通道流，PINN 方法可推断出准确的体积分数分布，并准确

重建两相界面。而在等温上升气泡案例中，PINN 算法可准确预测等温椭球上升气泡和裙边

上升气泡流型的全场的体积分数、流速度及气泡质心位置随时间变化曲线。定量和定性的结

果都表明 PINN 可以成功地以合理的精度捕捉等温上升气泡的界面边界的位置。上述过程都

是求解正问题，而 PINN 也可以被用于求解逆问题（使用已知观测数据确定未观测场的行为

——如由全场体积分数推理相应的速度场）及外推（预测流体性质与先前观测数据不同的气

泡的行为）。在外推中，尽管没有向 PINN 提供有关球冠气泡的任何数据，但因为其通过椭

球气泡和裙边气泡流型训练仍可以高度准确地推导出球冠气泡的形状和轨迹，界面处预测的

体积分数与 CFD 的参考值 MSE 约为 0.08。 

在带热量壁面的上升气泡算例中，PINN 能够推断浮力和自然对流对气泡的运动的共轭

效应，准确预测了尾流涡旋对壁面附近流体温度的影响，预测的相浓度和温度的最大误差分

别为 3.6%和 6.8%。因此 Jalili 等提出的策略能准确解决复杂的多相流体流动问题。 

5 总结和展望 

这篇论文回顾了物理信息神经网络算法思想、及其采样策略、损失函数和物理信息神经

网络算法在气液两相流、多孔介质两相流、液固两相流、两相流传热等领域最新进展。 

研究者提出了基于残差的概率密度函数采样策略来控制添加点的选取，改进了原来固定

点采样的策略，以更准确地捕获物理现象。根据求解问题的需要，损失函数中可以不包含观

测值也可以包含网络的全部输出变量的观测值；物理方程可以选择性地嵌入而不是全部嵌入

损失函数中来优化网络性能；原始偏微分方程可以进行离散化处理而不采用自动微分来构造

残差提高网络收敛速度；网络架构也可以不采用 ANN 而采用 CNN 满足变量的空间相关性。 

在气液两相流中，基于相场法的 PINN 方法可视为求解器不需要任何观测直接对方程进

行求解，预测的单气泡质心位置和气泡上升速度与参考值一致，精确地预测界面演化并恢复

气泡周围的速度场。改进的相场法物理信息神经网络求解瑞丽-泰勒（Rayleigh-Taylor, RT）不

稳定性问题，计算得到的涡结构与传统算法得到的涡结构形状吻合，流场中速度矢量方向与

大小基本一致。 
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在多孔介质两相流中，如二维均匀和非均匀油藏模型，EPINN 和 PICNN 求解的压力场、

湿润相饱和度场与参考值十分接近，相对误差均小于 1%。在预测二氧化碳存储站点模拟响

应的深度学习模型中，由于控制方程的嵌入，物理信息模型表现优于数据驱动模型。此外，

当使用观测点训练基于物理信息的模型后，产水率、压力及二氧化碳饱和度等输出变量的结

果都得到显著改善。在液固两相流（如非均匀性的一维稳态两相流），因为 PINN 方法构建

了包括相流速（总流速和分流）、渗透值、出口连续性条件和相对渗透率等多个输入和单一

饱和度输出的映射，训练好的 PINN 网络可分别应用于毛细管的每个分段来获得非均质域的

饱和度。最重要的是，在求解不同情况（例如边界条件、水力结构和水力特性）PINN 的结

果时，不用重新训练，只需针对各种结构和输入参数直接获得两相问题的解。PINN 效率也

会随着训练系统获得解的数量以及固体非均匀性的增加而提高。 

基于 PINN 的方法在两相流传热中可以被用于求解流经加热圆柱体、带温度的单相通道

流、两相不互溶通道流、等温上升气泡和带热量壁面的上升气泡等问题。虽然训练网络时需

要网络所有输出变量的观测值及全部的偏微分方程信息，但网络可用于预测流体性质与先前

观测数据不同的气泡的行为（外推）。 

由上我们可以看到 PINN 搭建了数据和物理规律的桥梁，求解效率、外推能力可以通过

合适的方法进行提高，PINN 在两相流领域得到广泛的应用。但是目前 PINN 方法在气固两相

流的应用还是空白，这可能与描述气固两相方程较为复杂有关，我们或许可以借鉴其应用在

气液两相流、多孔介质两相流、液固两相流的策略，考虑 1）采用简单物理方程或部分方程

嵌入损失函数中 2）获得更多的观测值等方式进行求解。此外，我们的研究发现，PINN 外

推能力是通过大量数据获得的而不是物理方程获得的。总而言之，PINN 是一种全新的方法，

其在不同多相流过程中的应用需要进一步尝试。 
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